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51 Ensimma¨isen kopin korkeuden ma¨a¨ritta¨minen
Ongelmana hilatiheyden ma¨a¨ritta¨misessa¨ pintojen la¨hella¨ on hilatiheyden ri-
ippuvuus virtauskenta¨sta¨. Virtaustulosta ei luonnollisesti kuitenkaan viela¨ ole,
kun hilaa aletaan tekema¨a¨n, joten tulevaa laskentatulosta on arvioitava jollain
tavalla. Riippuen laskentamenetelma¨sta¨a¨ vaadittava tiheys ma¨a¨ra¨ytyy tietyn
dimensiottoman eta¨isyyden, y+:n (kaava 1), mukaan.
y+ =
√
τw
ρ
ν
y (1)
Sijoittamalla leikkausja¨nnitys kitkakertoimen Cf ma¨a¨ritelma¨sta¨ (kaava 2) y
+:n
kaavaan voidaan y+ lausua myo¨s kitkakertoimen avulla (kaava 3).
Cf =
τw
1
2
ρU2
(2)
y+ =
U
√
Cf
2
ν
y (3)
Jotta saadaan laskettua todellinen eta¨isyys seina¨sta¨, jolla y+ saa halutun
arvon, tarvitaan siis leikkausja¨nnitys tai kitkakerroin seina¨lla¨. Na¨iden arvioimiseen
on alla esitetty erilaisia menetelmia¨, jotka kaikki kuitenkin palautuvat rajak-
erroksen nopeusprofiilin arvioimiseen.
1.1 Tasolevy
Tarkastellaan tasolevyn rajakerrosta. Johdetaan lausekkeet sellaiselle eta¨isyydelle
seina¨sta¨, jossa dimensioton koordinaatti y+ 1 saa tietyn arvon Reynoldsin lu-
vun 4 funktiona. La¨hdeta¨a¨n kitkakertoimen ma¨a¨ritelma¨sta¨ 2.
Ratkaisemalla yhta¨lo¨sta¨ 3 y ja manipuloimalla niin, etta¨ siihen saadaan
sijoitettua Reynoldsin luku (kaava 4) saadaan y:lle lauseke kitkakertoimen,
y+:n, Rex:n ja x:n funktiona
Rex =
Ux
ν
(4)
y =
y+ν
U
√
Cf
2
=
√
2
Cf
· ν
Ux
· x · y+ =
√
2 · xy+
Rex
√
Cf
(5)
Nyt on viela¨ saatava Cf :lle arvio.
1.1.1 Laminaari tasolevy
Laminaarissa tapauksessa Blasius-ratkaisun mukainen kitkakerroin on [1, Eq.
(4-52)]
Cf =
τw
1
2
ρU2
=
0, 664√
Rex
(6)
6Sijoittamalla kitkakerroin yhta¨lo¨sta¨ 6 yhta¨lo¨o¨n 5 saadaan laminaarille ra-
jakerrokselle yhteys
y = 1, 7355Re−0.75x xy
+ (7)
Ta¨ma¨ perustuu siis Blasius-ratkaisuun ja on periaatteessa tarkka.
1.1.2 Turbulentti tasolevy
Turbulentissa tapauksessa rajakerroksen sisa¨suureiden avulla ma¨a¨ritelty kitkak-
erroin on [1, Eq. (6-76)]
Cf =
0, 455
ln2(0, 06Rex)
(8)
Sijoittamalla ta¨ma¨ yhta¨lo¨o¨n 5 saadaan turbulentille rajakerrokselle yhteys
y =
2, 0966 ln(0, 06Rex) xy
+
Rex
(9)
White suosittelee yhta¨lo¨a¨ 8 kitkakertoimelle enemma¨n tai va¨hemma¨n tarkkana
ja sama pa¨tee ta¨llo¨in myo¨s yhta¨lo¨lle 9.
1.1.3 Muita tapoja
Kohtaa, jossa y+ saa arvon 1, voidaan arvioida suhteessa rajakerroksen pak-
suuteen. Ta¨llo¨in laminaarissa tapauksessa arviota voidaan hakea muodossa
y(a) = a
5, 0x√
Rex
(10)
ja turbulentissa tapauksessa muodossa
y(b) = b
0, 16x
Re
1
7
x
, (11)
missa¨ a ja b ovat vakioita. Laminaarin tapauksen yhta¨lo¨ 10 perustuu Blasius-
ratkaisun mukaiseen rajakerroksen paksuuteen [1, Eq. (4-49)] ja yhta¨lo¨ 11 tur-
bulentin nopeusprofiilin power-law -sovitteeseen [1, Eq. (6-70)]
Esa Salmisen esitta¨ma¨ kaava vastaa tapausta a = 1
500
. Kuvassa 1 on vertail-
tu kitkakertoimeen perustuvaa ja rajakerroksen paksuuteen perustuvaa menetelma¨a¨
keskena¨a¨n laminaarissa tapauksessa. Kuvaan on piirretty menetelmien an-
tamien tulosten suhteellinen ero
y(a)−yCf
yCf
a:n arvoilla 1
10
, 1
30
, 1
50
ja 1
70
. Na¨hda¨a¨n,
etta¨ arvolla a = 1
30
ero kitkakertoimeen perustuvaan arvoon va¨lilla¨ 103 <
Rex < 3 · 105 on −50%... + 100%. Olettamalla kitkakertoimeen perustuva
eta¨isyys oikeaksi rajakerroksen paksuuteen perustuva menetelma¨ osuisi siis ar-
volla a = 1
30
y+ annetulla Rex alueella va¨lille 0, 5 < y
+ < 2.
Kuviin 2 ja 3 on piirretty kaavan 11 ja kitkakertoimeen perustuvan kaa-
van 9 antamien eta¨isyyksien suhteellinen ero
y(b)−yCf
yCf
. Lisa¨ksi Salmisen kaavaa
on vertailtu kitkakertoimeen perustuvaan ratkaisuun. Na¨hda¨a¨n, etta¨ kaavan
11 mukainen arvio toimii kullakin b:n arvolla vain tietylla¨ Rex alueella, jonka
7loppu- ja alkupa¨a¨n suhde on alle 10. Salmisen kaava, joka on siis yhdenmuo-
toinen laminaarin rajakerroksen kanssa (kaava 10), antaa ka¨ytto¨kelpoisia ar-
voja turbulentissa tapauksessa noin va¨lilla¨ 106 < Rex < 2 ·107. Arvolla a = 1300
saadaan y+ va¨lilla¨ 106 < Rex < 10
7 va¨lille 0, 5 < y+ < 2.
8Kuva 1: Kitkakertoimeen ja rajakerroksen paksuuteen perustuvien menetelmien
vertailu laminaarissa tapauksessa.
Kuva 2: Kitkakertoimeen ja rajakerroksen paksuuteen perustuvien menetelmien
vertailu turbulentissa tapauksessa pienemmilla¨ Rex arvoilla.
1.2 Kanavavirtaus
Kanavavirtaus on sisa¨puolinen virtaus, eika¨ ma¨a¨ra¨a¨va¨ Reynoldsin luku muu-
tu virtauksen suunnassa, vaan se ma¨a¨riteta¨a¨n kanavan korkeuden mukaan.
Laminaarille tapaukselle on olemassa analyyttineeen ratkaisu ja turbulentissa
tapauksessa kitkakerroin voidaan ma¨a¨ritta¨a¨ logaritmilain mukaista nopeusprofi-
ilia ka¨ytta¨en. Seuraavaksi tarkastellaan kanavaa, jonka korkeus on 2h, alareuna
kohdassa y = 0 ja jossa virtaus on x-akselin suuntaista.
1.2.1 Laminaari kanavavirtaus
Ta¨ysin kehittyneen kanavavirtauksen nopeusprofiili voidaan laminaarissa tapauk-
sessa johtaa analyyttisesti. Ta¨llo¨in myo¨s kitkakertoimelle ja y+:lle voidaan
ma¨a¨ritta¨a¨ analyyttiset lausekkeet. Seuraavakkksi ko. lausekkeet johdetaan la¨htienn
9Kuva 3: Kitkakertoimeen ja rajakerroksen paksuuteen perustuvien menetelmien
vertailu turbulentissa tapauksessa suuremmilla Rex arvoilla.
Navier-Stokes yhta¨lo¨ista¨, jotka laminaarin 2D kanavavirtauksen tapauksessa
supistuvat muotoon
∂u
∂y2
=
1
µ
dp
dx
, (12)
missa¨ µ on virtaaavan aineen dynaaminen viskositeetti ja p on paine. Inte-
groimalla kahdesti ja ka¨ytta¨ma¨lla¨ reunaehdot u(y = 0) = u(y = 2h) = 0
saadaan nopeusprofiilille lauseke
u(y) =
1
µ
dp
dx
· (1
2
y2 − hy) (13)
Ratkaisemalla painegradientti keskima¨a¨ra¨isen nopeuden suhteen
uaverage =
1
2h
∫ 2h
0
u(y)dy =
−1
3µ
(
dp
dx
)h2 (14)
saadaan nopeusprofiilille lauseke
u(y) =
−3
h2
uaverage(
1
2
y2 − hy) . (15)
Ta¨sta¨ voidaan ratkaista leikkausja¨nnitys seina¨lla¨
τw = µ
[
∂u
∂y
]
y=0
=
[−3µ
h
uaverage(y − 1)
]
y=0
=
3µuaverage
h
(16)
τw
ρ
=
3 ν uaverage
h
, (17)
jolloin
y+ =
√
τw
ρ
y
ν
=
√
3uaverage
νh
· y (18)
ja
y (y+, h, uaverage, ν) = y
+
√√√√ νh
3uaverage
(19)
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1.2.2 Turbulentti kanava- ja putkivirtaus
White esitta¨a¨ useita menetelmia¨ kitkakertoimen ma¨a¨ritta¨miseksi turbulenteille
kanava- ja putkivirtauksille, jotka ka¨sitta¨va¨t erimuotoisia poikkileikuksia ja
pinnankarheusia. y+ arvoa on mahdollista arvioida sijoittamalla kulloinenkin
kitkakertoimen arvo kaavaan 3
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